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BELİRTİsİz TOPOLOJİK UZAYLARDA cx-HAFİF
TIKIZLIK

Doç. Dr. Doğan ÇOKER*
Yard. Doç. Dr. Haydar EŞ"

Özet: Bu çalı§mada belirtisiz topolojik uzaylarda cx-hafif tıkızlık
ele alınmaktadır. Belirtisiz cx-hafif tıkız uz ayın belirtisiz sürekli görün-
tüsünün cx-hafif tıkız olduğu ve belirtisiz cx-hafif tıkız uzayın kuvvetli
sürekli görüntüsünün cx-sayılabilir tıkız olduğu gösterilmektedir.

Abstract: This paper discusses fuzzy cx-light compactness in fuzzy
topological spaces. We show that the continuous image of an cx-light
compact fuzzy topological space is cx-light compact and that the fuzzy
strongly continuous image of an cx-light compact fuzzy topological space
is cx-countably compact.

GtRİş

Belirtisiz küme kavramı ilk kez Zadeh tarafından tanıtılmı§tır.1
Belirtisiz topolojik uzay ve tıkızlık kavramları Chang tarafından veril-
mi§,2 Lowen tarafından farklı tıkızlık türleri ara§tırılmı§tır. 3 Belirtisiz
topolojik uzaylarda cx-tıkızlık kavramı Ganter, Steinlage ve Warren
tarafından4; cx-sayılabilir tıkızlık ise, Malghan ve Benchalli tarafından
verilmi§tir.3

Chang anlamındaki belirtisiz topolojik uzaylarda bazı zayıf tıkız-
lıklar5, 6, 7,a'de ara§tırılmı§tır. Bu çalı§mada cx-tıkızlığın zayıf formla-
rından biri olan cx-hafif tıkızlık ile ilgili bazı sonuçlar verilecektir.

ÖNBtLGILER

X bo§ olmayan bir küme ve F(X)={fl f:X-+[O,lJ} olsun. F(X) in
öğelerine X in belirtisiz altkümeleri denir.I T~F(X) altailesi için (i)

OeT ve 1 eT, (ii) vf, geT için fAgeT ve (iii) yfieT, yiel için ~i
fieT ko§ul-ıe .

ları, sağlanıyorsa, T ailesine X üzerinde bir belirtisiz topoloji denir.
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Bir f belirtisiz kümesi için f nin kapanı§ı olanf ve f-nin içi olan fO
r =inf{geF(X) :g~f, g kapalı},
fO=sup{geT:g~f}

ile tanımlanır. 2

Bir (X,T) belirtisiz topolojik uzayı ve exe[O,1) sayısı verilmi§ olsun.
Belirtisiz kümelerin bir U ailesi X in ex-örtüsüdür <=> her x eX için

g(x) >ex olacak §ekilde bir geU belirtisiz kümesi vardır.4 Bir (X,T) belir-
tisiz topolojik uzayı ex-tıkızdır <=> X in belirtisiz açık kümelerden
olu§an her ex-örtüsü sonlu bir ex-altörtü bulundurur.

Bir (X,T) belirtisiz topolojik uzayı ve FsX altkümesi verilsin. F alt-
kümesi X in ex-kapalı altkümesidir <=> her xeX-F için u(x) >ex ve

U!\XF=O olacak §ekilde bir ueT vardır. Burada F klasik anlamda alt-
küme olup XF, F nin karakteristik fonksiyonudur.9 (X,T) belirtisiz uzayı
için, A kümesi ex-açıktır <=> X-A ex-kapalıdır. Ba§ka bir deyi§leA ex-
açıktır <=> her xeA için u(x) >ex ve U!\X(X-A)=0 olacak §ekilde bir
ueT kümesi vardır. 11 Bir (X,T) belirtisiz topolojik uzayı ve AsX alt-
kümesi verilsin. Bir x eX noktası A nın ex-zayıf yığılma noktasıdır <=>
u(x) >ex olacak biçimde her ueT için U!\XA_{X}:;COdır. A kümesinin
ex-zayıf kapanı§ı ise, A kümesi ile A nın ex-zayıf yığılma noktalarının
bile§imidir.ll

(X,TX)' (Y,Ty) belirtisiz topolojik uzaylar ve f:X~Y "fonksiyonu
verilmi§ olsun. Her g eTy için fl (g) ETX ise, f fonksiyonuna belirtisiz
süreklidir denir. f belirtisiz süreklidir <=> her g eF (Y) için f-i(g)

~fl (g) dir .13

ex-HAFİF TIKIZLIK

1. Tanını: Bir (X,T) belirtisiz topolojik uzayı ex-hafif tıkızdır <=>
X in her sayılabilir ex-açık örtüsünden kapanı§ları X in bir ex-örtüsünü
olu§turan bir sonlu altaile seçilebilir.

Açıktır ki her belirtisiz sayılabilir ex-tıkız uzay ex-hafif tıkızdır, ayrıca
her belirtisiz ex-hemen hemen tıkız uzay ex-hafif tıkızdır. Belirtisiz ex-hafif
tıkız uzayı belirtisiz regüler açık kümelerle karakterize edebiliriz.

2. Teorem: Bir (X,T) belirtisiz uzayı ex-hafif tıkızdır <=> X in

her sayılabilir regüler açık ex-örtüsünden kapanı§ları X in bir Cı-örtüsünü
olu§turan bir sonlu altaile seçilebilir.

Kanıt. Gereklilik açık olup yeterliliğini görelim: U={Ui:ie IN},
X in belirtisiz açık bir ex-örtüsü olsun. O halde {(unt}ne IN, bir regüler
açık ex-örtüdür. Üstelik Ui~Uoi~Ui olduğundan {U;}i=I, mX in sonlu
ex-örtüsüdür. O halde X ex-hafif tıkızdır.
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3. Teorem: Bir belirtisiz a-hafif tıkız uzayın bir a-zayıf kapalı
altkümesi a-hafif tıkızdır.

.

Kanıt. F, (X,T) a-hafiftıkız belirtisiz topolojik uzayın a-zayıfkapalı
altkümesi olsun. U={an:neIN}, F nin sayılabilir a-açık örtüsü ise F a-
zayıf kapalı olduğundan her x eX-F için anx(x) >a ve anxAXF=O olacak
§ekilde anxeT belirtisiz kümesi vardır. Bu durumdav={anx:xeX-F,
ne IN}uU, X in sayılabilir a-açık örtüsüdür. X in a-hafif tıkızlığından,
bir {anxw..,anxn}u{aw..,am} ailesi X in a-örtüsüdür. Böylece
{aı,...,am}, F nin a-örtüsü olup, Fa-hafif tıkızdır.

4. T eorem: Bir belirtisiz a- hafif tıkız uza yın belirtisiz sürekli görün-
tüsü de a-hafif tıkızdır.

Kanıt. (X,T) ve (Y,TI) belirtisiz topolojik uzaylar olsun. Bir f:X-+Y
dönü§ümü belirtisiz sürekli, örten ve U={an:ne iN} ailesi de Y nin sayı-
labilir a-açık örtüsü ise, r-ı(U) =={f-i(an) :aneU} ailesi X in sayılabilir
a-açık örtüsüdür. Gerçekten, her xeX için f(x) eY olduğundan bir anoeU
belirtisiz kümesi vardır öyle ki ano(f(x)) >a dır. Böylece fl(ano) (x) >a
olur. X a-'hafiftıkız olduğundan sonlu bir {f-I(aı),...,r-I(an)} a-altörtüsü
vardır. Buradan {aw..,an}, Y nin sonlu a-örtüsüdür. Gerçekten; yeY
ise, axeX y=f(x) dir. Böylece ak, l~k~n öyle ki f-I(ak)(x) >a dır.
f-1(ak)(x);::P(ak)(x) >a olduğundan ak(f(x)) >a veya ak(y) >a çıkar.
Böylece Y uzayı a~tıkızdır.

Belirtisiz topolojik uzaylar için yapılan belirtisiz kuvvetli süreklilik
tanımını vermek istiyoruz. (X,TX) ve (Y,Ty) belirtisiz topolojik uzaylar
ve f:X -+Y fonksiyonu verilsin. X'de her Abelirtisiz kümesiiçin fC~)<f(A)
ise, f ye belirtisiz kuvvetli sürekli fonksiyon denir.6 Belirtisiz topolojik
uzaylar için verdiğimiz hafif tıkızlıkla ilgili bir özelliği a-hafif tıkız uzay-
lar için yineleyebiliriz:

5. Teorem: Bir belirtisiz a-hafif tıkız uzayın belirtisiz kuvvetli
sürekli görüntüsü sayılabilir a-tıkızdır.

Kanlt. (X,TX) belirtisiz a-hafif tıkız ve f:(X,TX) -+(Y,Ty) belirtisiz
kuvvetli sürekli ve örten fonksiyon olsun. U ailesi Y nin a-açık örtüsü ise,
fl( U) ailesi X in sayılabilir a-açık örtüsüdür. (Kuvvetli sürekli her
fonksiyon aynı zamandasüreklidir.) X in a-hafif tıkızlığından sonlu bir
{f-1(al),...,f-1(an)} altailesi vardır öyle ki {fl(ai)h~i~n X in bir a-örtüsü-
dür. Şimdi {aih~i~n nin Y nin bir a-örtüsü olduğunu gösterelim.
yeY ise, y=f(x) olacak biçimde bir xeX vardır ve dolayısıyla fl(aio)
(x) >a olacak biçimde bir io vardır. Her A için fC~)~f(A) tanımında
A=f-1(aio) alacak olursak f(fl(aio))~f(f-1(aio)) = aio =>f-1(aio) ~f-1(aio)
bulunur. Böylece f-1(aio)(x) >a =>aio(f(x)) =a;o(y) >a diye istenen §ey
elde edilir. O halde Y, a-sayılabilir tıkızdır.
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Belirtisiz zayıf süreklilik tanımı Azad tarafından yapılmıştır: f:X -+Y
fonksiyonu verilsin; her lleTy için f1(Il)~[f1(ı:ı)]O ise, f ye belirtisiz
zayıf sürekli fonksiyon denir.14

6. Teoreın: Bir sayılabilir cx-tıkız uzayın belirtisiz zayıf sürekli
görüntüsü cx-hafif tıkızdır.

Kanıt. 3.4 Teorem ve 3.5 Teoremde izlenen yöntemle görülür.
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